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摘　 要： 传统的 ＳＰＨ 方法不能很好的模拟流体的运动状态，其原因是核函数的边界截断导致流体边界处的精度较低，很难得

到收敛和精确的结果。 而 ＤＳＰＨ、ＫＧＦ－ＳＰＨ 和 ＦＰＭ－ＳＰＨ 作为改进的 ＳＰＨ 方法，具有较高的计算精度。 通过常函数、线性函

数等拟合验证传统的 ＳＰＨ 方法和改进的 ＳＰＨ 方法的零阶一致性和一阶一致性。 通过溃坝问题和方形液滴震荡两个经典算

例验证改进的 ＳＰＨ 方法的精度问题。 结果显示，改进的 ＳＰＨ 方法能够达到一阶一致性，改进的 ＳＰＨ 方法模拟效果良好，进一

步证实了改进的 ＳＰＨ 方法能够有效地提高模拟的计算精度和数值稳定性。
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０　 引　 言

计算流体动力学是一种包含流体力学、数值分

析、运动学和动力学等领域的交叉学科，通过使用质

量守恒方程、动量守恒方程和能量守恒方程对数学

模型进行求解［１］。 有限元方法、有限差分法和有限

体积法等是计算流体动力学常见的方法，将求解域

划分为若干个网格，计算网格节点上的数值，这些方

法的弊端是忽略了网格内部数值的变化，很难精确

得到运动物质的交界面。 当材料发生极大变形或运

动时，如爆炸、冲击等，有的方法会发生网格畸变等

情况［２］。 光滑粒子流体动力学方法（ ＳＰＨ）的无网

格粒子特性能够改善上述问题。
ＳＰＨ 是一种求解大变形、动边界和强对流的拉

格朗日型无网格粒子法，已被广泛应用于液（气）体
流动、爆炸、冲击等数值模拟。 ＳＰＨ 最初被提出是

用于解决三维开放空间的天体物理学问题，Ｌｕｃｙ 和

Ｇｉｎｇｏｌｄ［３－４］对离散的行星进行了模拟。 近年来，无
网格粒子方法被广泛应用于天体物理学、固体力学、
流体力学、电磁学等许多领域的不同问题。 由于粒

子的集体运动类似于液体或气体流动的运动，可以

用经典牛顿流体动力学的控制方程来建模。 ＳＰＨ



作为一种较新的计算方法，结合了无网格法、拉格朗

日法和粒子法的优点，可以很容易地模拟具有自由

表面的流体或固体问题，如溃坝、楔形物和圆柱体的

入水、圆柱体的出水、液体晃动、土壤行为和爆炸焊

接等。 张永祥等［５］ 采用 ＳＰＨ 方法来求解二维浅水

方程，通过设立守恒元和解元，提出一种新的数值模

拟方法，用该方法计算得到的全溃的溃坝洪水波的

数值解和理论解与文献中的实验值符合的较好；杨
志国等［６］将 ＧＰＵ 技术应用到 ＳＰＨ 方法中，通过二

维溃坝问题，验证了 ＧＰＵ 在 ＳＰＨ 方法中的适用性

和高效性；Ｋｉｍ Ｂ 等［７］使用 ＳＰＨ 方法解决了多相流

体模拟的问题，并建议使用区域水平集（ＲＬＳ），因为

其适用于多种不相溶材料的模拟；Ｙａｎｇ Ｃ 等［８］ 基于

ＳＰＨ 方法提出了一种新颖的数据驱动投影方法，大
大加快了计算速度；Ｍｏｎａｇｈａｎ Ｊ Ｊ［９］ 将 ＳＰＨ 方法推

广到处理自由表面不可压缩流动，该方法易于使用，
并将其应用于溃坝、钻孔、造波器的模拟以及波浪向

海滩传播的实例；Ｌｉｕ Ｍ Ｂ 等［１０］ 提出了一种一维

ＳＰＨ 公式，用于模拟与不连续现象相关的冲击波；
Ｓｏｌｅｎｔｈａｌｅｒ Ｂ 等［１１］提出了一种基于拉格朗日平滑粒

子流体力学（ＳＰＨ）模型的新型不可压缩流体模拟方

法，成功应用在圆柱体入水等算例；Ｙａｎｇ Ｍ 等［１２］ 针

对（ＳＰＨ）提出了一种新的表面张力计算方法，用于

模拟界面流体流动；Ｙａｎ Ｚ 等［１３］ 提出了一种改进的

基于位置的流体模拟模型，该模型继承了基于位置

的动力学方法（ＰＢＤ）的稳定性和 ＳＰＨ 的平滑性，提
高了计算精度和模拟效果；刘梅娥等［１４］ 根据 ＳＰＨ
方法的原理，提出了一套模拟流体自由表面流动的

方法，完全消除了数值扩散和自由表面模糊问题，可
以模拟飞溅，融合等复杂自由表面现象。 Ｊｅｏｎｇ Ｓ Ｈ

等［１５］提出了一种基于机器学习的新方法，该方法将

基于物理的流体模拟表述为一个回归问题，基于

ＳＰＨ 方法大大提高了模拟效率；Ｊｅｓｃｈｋｅ Ｓ 等［１６］ 提

出了一种高效的波前跟踪算法，联合 ＳＰＨ 方法能够

有效模拟波浪的运动和特性；Ｍｉｓｚｔａｌ Ｍ Ｋ 等［１７］介绍

了一种利用非结构移动网格制作不相溶流体多相流

动的方法，基于 ＳＰＨ 方法可提高模拟质量。
ＳＰＨ 方法以粒子作为计算框架，基于核近似理

论，通过粒子近似方法对控制方程进行离散求解。
如图 １ 所示，在一维情况 ＳＰＨ 粒子近似时，光滑函

数被边界截断或支持域内粒子分布不规则情况下，
离散求和后会引入数值误差，这也是限制该方法进

一步发展的主要因素之一。 因此专家学者提出不同

的技术来恢复粒子一致性，间断的光滑粒子流体动

力学方法（ＤＳＰＨ）、有限粒子法（ＦＰＭ－ＳＰＨ）和无核

梯度方法（ＫＧＦ－ＳＰＨ）是比较著名的几种方法，基于

泰勒级数展开公式，在每个计算时间步内，对系统中

插值点的校正矩阵求逆，通过保留一阶导数值来逼

近任意分布的粒子的场函数及导数。 Ｆａｎｇ Ｊ 等［１８］

介绍了用于粘性流体自由表面流数值模拟的平滑粒

子流体力学（ＳＰＨ）方法的两个增强变体，通过在基

于能量的框架下推导出一组新的通用离散 ＳＰＨ 类

方程，并对函数导数采用修正（高阶）或耦合粒子近

似方案实现了改进；Ａｃｈｉｍ Ｃ Ｖ 等［１９］ 引入了半解耦

有限粒子法 （ ＳＤＦＰＭ） 和修正半解耦有限粒子法

（ＣＳＤＦＰＭ），通过评估圆柱形障碍物周围和圆柱形

孔周围场的梯度分量验证了提出的方法的精度；
Ｓｏｌｅｎｔｈａｌｅｒ Ｂ 等［２０］ 提出了一种基于 ＳＰＨ 的计算方

法，与标准 ＳＰＨ 相比，可以在不增加计算成本的情

况下正确处理多种流体界面上的密度不连续性。
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图 １　 一维情况 ＳＰＨ 粒子近似
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　 　 本文研究传统的 ＳＰＨ 方法和一些改进的 ＳＰＨ
方法， 包 括 间 断 的 光 滑 粒 子 流 体 动 力 学 方 法

（ＤＳＰＨ）、有限粒子法（ＦＰＭ－ＳＰＨ）和无核梯度 ＳＰＨ
方法（ＫＧＦ －ＳＰＨ），使用改进的 ＳＰＨ 方法 （ ＦＰＭ －
ＳＰＨ）实现固体冲击和溃坝的细节模拟。

１　 理论方法

１．１　 传统的 ＳＰＨ 方法

在流体动力学领域，根据纳维－斯托克斯（Ｎ－
Ｓ）方程，将流场系统离散为若干个粒子，这些粒子

附有各自的物理属性，如密度、质量、压力、速度、加
速度等［３］。 传统 ＳＰＨ 方法的核心思想包括核近似

原理和粒子近似原理。 在核近似理论中，引入核函

数 Ｗ 描述粒子之间的相互作用。 任意的连续函数

ｆ（ ｒ） 及其导数 Ñｆ（ ｒ）， 式（１）和式（２）：

ｆ（ ｒ） ＝ ∫
Ω
ｆ ｒ′( ) Ｗ ｒ － ｒ′，ｈ( ) ｄ ｒ′ （１）

Ñｆ（ ｒ） ＝ ∫
Ω
ｆ ｒ′( ) ÑｒＷ ｒ － ｒ′，ｈ( ) ｄ ｒ′ （２）

　 　 其中， Ω 表示问题域； ｈ 是定义核函数 Ｗ 支持

域的光滑长度； Ñｒ 表示相对位置 ｒ 的梯度。
传统 ＳＰＨ 方法，粒子 ｉ 的函数值及其导数可由

支持域内其他粒子插值得到，式（３）和式（４）：

ｆ ｒｉ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｆ ｒ ｊ( ) Ｗ（ ｒｉ － ｒ ｊ，ｈ）

ｍ ｊ

ρ ｊ
（３）

Ñｆ ｒｉ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｆ ｒ ｊ( ) ÑｉＷ（ ｒｉ － ｒ ｊ，ｈ）

ｍ ｊ

ρ ｊ
（４）

　 　 其中，下标 ｉ 和 ｊ 为粒子编号； Ｎ 为粒子 ｉ 处支

持域内的粒子总数； ｍ ｊ 和 ρ ｊ 分别为粒子 ｊ 的质量和

密度。
核函数 Ｗ 的选择关系到整个数值模拟的精度、

效率和稳定性，所以在选取核函数时，应满足近似狄

拉克 δ 函数条件（式（５））和具备较大的中心峰值，
从而提高近似精度。

δ ｒ － ｒ′( ) ＝
１ ｒ ＝ ｒ′

０ ｒ ≠ ｒ′{ （５）

　 　 目前，广泛使用的核函数有三次样条核函数、分
段四次核函数和高斯核函数等。

三次样条核函数表示为式（６）：

Ｗ（ ｒ － ｒ′，ｈ） ＝ αｄ

２
３

－ Ｒ２ ＋ １
２

Ｒ３， ０ ≤ Ｒ ＜ １

１
６

（２ － Ｒ） ３，　 　 １ ≤ Ｒ ＜ ２

０，　 　 　 　 　 　 Ｒ ≥ ２

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（６）

其中， Ｒ ＝ ｒ ／ ｈ 为点 ｒ 和点 ｒ′ 处两粒子间相对距

离； αｄ 为核函数系数，在一维、二维和三维空间中分

别有 αｄ ＝ １ ／ ｈ，１５ ／ ７πｈ２ 和 ３ ／ ２πｈ３。
分段四次核函数表示为式（７），在一维、二维和

三维 空 间 中 分 别 有 αｄ ＝ １ ／ １２０ｈ，７ ／ ７４８πｈ２ 和

１ ／ １２０πｈ３。
Ｗ（ ｒ － ｒ′，ｈ） ＝

αｄ

（３ － Ｒ）５ － ６ （２ － Ｒ）５ ＋ １５ （１ － Ｒ）５， ０ ≤ Ｒ ＜ １
（３ － Ｒ） ５ － ６ ２ － Ｒ( ) ５，　 　 　 　 　 １ ≤ Ｒ ＜ ２
（３ － Ｒ） ５，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ２ ≤ Ｒ ＜ ３
０，　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｒ ≥ ３

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（７）
高斯核函数表示为式（８）：

Ｗ（ ｒ － ｒ′，ｈ） ＝ αｄｅｘｐ （ － Ｒ２） （８）

　 　 其中， αｄ ＝ １ ／ π
ｄｉｍ
２( ) ｈｄｉｍ（ｄｉｍ ＝ １，２，３），ｄｉｍ 为

维度。
１．２　 ＦＰＭ－ＳＰＨ 方法

ＦＰＭ－ＳＰＨ 方法结合了 ＤＳＰＨ 和 ＦＰＭ 两种方

法，既有 ＤＳＰＨ 处理间断函数的优点，又有 ＦＰＭ 方

法精度高的特点。 如图 ２ 所示，在一维非连续函数

的核近似中，粒子 ｒｉ 的支持域为 ［ａ，ｂ］，ｄ 处为间断

点，函数 ｆ（ ｒ） 在 ｄ 点处的积分是非连续的。 在整个

支持域上，函数 ｆ（ ｒ） 与核函数乘积的积分可以分为

以下两部分，式（９）：

∫ｂ
ａ
ｆ（ ｒ） Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＝ ∫ｄ

ａ
ｆ（ ｒ） Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＋ ∫ｂ

ｄ
ｆ（ ｒ） Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ

（９）

d:Discontinuitypoint
kh

a ro d rk b

图 ２　 一维非连续函数核近似

Ｆｉｇ． ２　 Ｏｎｅ－ｄｉｍｅｎｓｉｏｎａｌ ｄｉｓｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｋｅｒｎｅｌ ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｉｏｎ

　 　 利用泰勒级数展开公式（１０），保留一阶导数，
按照公式（９）的形式，将公式（１０）两边光滑函数，在
计算域上积分得到公式（１１）：

　 　 　 ｆ（ ｒ） ＝ ｆ ｒｉ( ) ＋ Ñｆ ｒｉ( ) （ ｒ － ｒｉ） （１０）

　 　 　 ∫ｂ
ａ
ｆ（ ｒ） Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＝ ｆ（ ｒｉ）∫ｂ

ａ
ｆ（ ｒ） Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＋

　 ［ ｆ（ ｒｋ） － ｆ（ ｒｉ）］∫ｂ
ａ
Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＋

　 Ñｆ（ ｒｉ）∫ｄ
ａ
（ ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ＋

　 　 　 ∫ｂ
ａ
［Ñｆ（ ｒｋ）（ ｒ － ｒｋ） － Ñｆ（ ｒｉ）（ ｒ － ｒｉ）］ Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ

（１１）
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联立求解公式（１０）和（１１），可得矩阵方程（１２）：
ｆ ｒｉ( )

Ñｆ ｒｉ( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｌ －１

Ｔ１

Ｔ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１２）

　 　 其中，

　 Ｔ１ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｒ） Ｗｉ（ｒ）ｄｒ － ［ｆ（ｒｋ） － ｆ（ｒｉ）］∫ｂ

ｄ
Ｗｉ（ｒ）ｄｒ －

∫ｂ
ｄ
［（ｒ － ｒｋ） Ñｆ（ｒｋ） － （ｒ － ｒｉ） Ñｆ（ｒｉ）］ Ｗｉ（ｒ）ｄｒ

（１３）

　 Ｔ２ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｒ） ÑＷｉ（ｒ）ｄｒ － ［ｆ（ｒｋ） － ｆ（ｒｉ）］∫ｂ

ｄ
ÑＷｉ（ｒ）ｄｒ －

∫ｂ
ｄ
［（ ｒ － ｒｋ） Ñ ｆ（ ｒｋ） － （ ｒ － ｒｉ） Ñ ｆ（ ｒｉ）］

ÑＷｉ（ ｒ）ｄｒ （１４）
校正矩阵 Ｌ， 式（１５）：

　 Ｌ ＝
∫ｂ
ａ
Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ ∫ｂ

ａ
（ ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ

∫ｂ
ａ

ÑＷｉ（ ｒ）ｄｒ ∫ｂ
ａ
（ ｒ － ｒｉ） ÑＷｉ（ ｒ）ｄｒ

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

（１５）

１．３　 ＫＧＦ－ＤＳＰＨ 方法

在本方法中，整个模拟过程不需要使用核梯度。
将公式（１０）两边乘以 Ｗｉ（ ｒ） 和 （ ｒ － ｒｉ） Ｗｉ（ ｒ）， 在计

算域上积分得到式（１６）：
ｆ（ ｒｉ）

Ñｆ（ ｒｉ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ Ｌ －１

Ｔ１

Ｔ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（１６）

　 　 其中，

　 Ｔ１ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｒ） Ｗｉ（ｒ）ｄｒ － ［ｆ（ｒｋ） － ｆ（ｒｉ）］∫ｂ

ｄ
Ｗｉ（ｒ）ｄｒ －

∫ｂ
ｄ
［（ ｒ － ｒｋ） Ñ ｆ（ ｒｋ） － （ ｒ － ｒｉ） Ñ ｆ（ ｒｉ）］

Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ

Ｔ２ ＝ ∫ｂ
ａ
ｆ（ｒ） （ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ｒ）ｄｒ － ［ｆ（ｒｋ） － ｆ（ｒｉ）］

∫ｂ
ｄ
（ ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ － ∫ｂ

ｄ
［（ ｒ － ｒｋ） Ñｆ（ ｒｋ） －

（ ｒ － ｒｉ） Ñｆ（ ｒｉ）］ （ ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ ｒ）ｄｒ
校正矩阵 Ｌ， 式（１７）：

Ｌ ＝
∫ｂ
ａ
Ｗｉ（ｒ）ｄｒ　 　 　 　 ∫ｂ

ａ
（ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ｒ）ｄｒ

∫ｂ
ａ
（ｒ － ｒｉ）Ｗｉ（ｒ）ｄｒ　 ∫ｂ

ａ
（ｒ － ｒｉ）２Ｗｉ（ｒ）ｄｒ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

（１７）

２　 一致性验证

本文使用传统 ＳＰＨ、ＤＳＰＨ、ＦＰＭ－ＳＰＨ、ＫＧＦ－
ＳＰＨ 进行数值分析。 以常函数和线性函数为例，在
一维情况下，分析不同条件即光滑长度、粒子分布对

近似精度的影响。
２．１　 零阶一致性（Ｃ０）

零阶一致性表现为重现或逼近常函数的能力。
本文常函数设定为公式（１８），根据粒子分布分为两

种情况进行讨论：（１）均匀分布；（２）非均匀分布。

ｆ（ｘ） ＝
１，　 ０ ≤ ｘ ＜ ０．５
２，　 ０．５ ≤ ｘ ≤ １．０{ （１８）

２．１．１　 均匀分布

在定义域 ［０，１］ 中，均匀分布 １０ 个粒子，粒子

间距为 Δｘ ＝ ０．１， 如图 ３ 所示。 粒子均匀分布情况

下，使用三次样条核函数、光滑长度 ｈ ＝ １．０Δｘ，ｈ ＝
１．２Δｘ， 函数及其导数的逼近结果如图 ４ 和图 ５ 所

示。 可以看出，传统 ＳＰＨ 方法由于边界截断导致的

核函数缺失问题，使得边界问题异常突出。 当光滑

长度增加时，边界附近的一些粒子的核函数也会被

边界截断，导致近似结果出现偏差，在间断点处的函

数及其导数值也与理论值存在较大的误差；ＤＳＰＨ
方法采用正则化方法对核近似式和粒子近似式进行

了修正，解决了边界缺陷问题，但是在非连续函数间

断点处，函数导数 ｆ（ｘ） 与理论值偏差较大，且光滑

长度的变化会影响近似结果；ＦＰＭ－ＳＰＨ 和 ＫＧＦ－
ＳＰＨ 方法在常函数问题中，针对不同的光滑长度和

粒子分布均匀，与理论值相同。

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
x

Boundaryparticles
Innerparticles

图 ３　 均匀分布粒子示意图

Ｆｉｇ． ３　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｅｖｅｎｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ

２．１．２　 非均匀分布

非均匀分布的 １０ 个粒子位置如图 ６ 所示，定义

域为 ［０，１］， 初 始 粒 子 位 置 为 ０．０３１ ４， Δｘ１ ＝

０．０６２ ８，
Δｘｉ ＋１

Δｘｉ

＝ １．１。 粒子非均匀分布情况下，使用

三次样条核函数、光滑长度在 ｈ ＝ １．０Δｘ，ｈ ＝ １．２Δｘ
函数及其导数的逼近结果如图 ７ 和图 ８ 所示。 可以

看出，使用 ＦＰＭ－ＳＰＨ 和 ＫＧＦ－ＳＰＨ 方法，无论边界

粒子还是内部粒子，均能精确地逼近常函数，光滑函

数的选择对逼近结果无影响；使用 ＤＳＰＨ 方法时，间
断点附近粒子函数及其导数与理论值存在偏差，且
随着光滑函数的变化，与理论值之间的偏差也在

变化。
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（ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 ４　 均匀分布粒子（ｈ＝１．０Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． ４　 Ｅｖｅｎｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ ｈ＝１．０Δｘ） ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
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　 　 （ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 ５　 均匀分布粒子（ｈ＝１．２Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． ５　 Ｅｖｅｎｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．２Δｘ） ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ
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boundaryparticles
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图 ６　 非均匀分布粒子示意图

Ｆｉｇ． ６　 Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ
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　 　 （ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 ７　 非均匀分布粒子（ｈ＝１．０Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． ７　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．０Δｘ）
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　 　 （ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 ８　 非均匀分布粒子（ｈ＝１．２Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． ８　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．２Δｘ）

２．２　 一阶一致性（Ｃ１）
一阶一致性表现为重现或者逼近线性函数的能

力。 本文选取公式（１９）为测试函数，粒子位置、光
滑长度、核函数等参数选择与零阶一致性相同。 粒

子分布也分为两种情况进行讨论：（１）均匀分布；
（２）不均匀分布。

ｆ（ｘ） ＝
ｘ，　 　 ０ ≤ ｘ ＜ ０．５
２ｘ， 　 ０．５ ≤ ｘ ≤ １．０{ （１９）

２．２．１　 均匀分布

粒子均匀分布情况下，使用三次样条核函数、光
滑长度在 ｈ ＝ １．０Δｘ，ｈ ＝ １．２Δｘ 函数及其导数的逼近

结果如图 ９ 和图 １０ 所示。 可以看出 ＦＰＭ－ＳＰＨ 和

ＫＦＧ－ＳＰＨ 与解析值相同，ＤＳＰＨ 方法相较于传统

ＳＰＨ 精度较高，但在间断点处依旧存在误差，尤其

是间断点附近的导数值。
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　 　 （ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 ９　 均匀分布粒子（ｈ＝１．０Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． ９　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．０Δｘ）
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　 　 （ａ） 函数值　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 （ｂ） 导数值

图 １０　 均匀分布粒子（ｈ＝１．２Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． １０　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．２Δｘ）

２．２．２　 非均匀分布

粒子非均匀分布情况下，使用三次样条核函数、
光滑长度在 ｈ ＝ １．０Δｘ，ｈ ＝ １．２Δｘ 函数及其导数的逼

近结果如图 １１ 和图 １２ 所示。 可见相较于粒子均匀
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分布情况，传统 ＳＰＨ 和 ＤＳＰＨ 方法边界点处函数及

其导数误差范围更广，间断点的导数值误差较大；
ＦＰＭ－ＳＰＨ 和 ＫＦＧ－ＳＰＨ 方法能够准确的表示该函

数。
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图 １１　 非均匀分布粒子（ｈ＝１．０Δｘ）近似结果和理论解
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图 １２　 非均匀分布粒子（ｈ＝１．２Δｘ）近似结果和理论解

Ｆｉｇ． １２　 Ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ａｎｄ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ ｏｆ ｎｏｎ－ｕｎｉｆｏｒｍｌｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｅｄ ｐａｒｔｉｃｌｅｓ（ｈ＝１．２Δｘ）

３　 数值仿真

３．１　 溃坝算例

溃坝流动是一种经典的包含自由表面流动、大
变形和动边界的算例。 本文使用 ＦＰＭ－ＳＰＨ 方法进

行模拟。 模型为矩形槽，大小为 ３．０×１．５ ｍ，槽内装

有 ０．５×１．０ ｍ 的水，水的密度为 １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３，动力粘

度为 ０．００１ ｋｇ ／ （ｍｓ）。 使用 ＦＰＭ－ＳＰＨ 方法能够准

确的模拟溃坝的全过程，且能够清晰的看到液滴飞

溅状态如图 １３ 所示。
３．２　 方形液滴演化

本文通过方形液滴演化这一经典算例验证

ＫＧＦ－ ＳＰＨ 方法的准确性。 方形液滴的边长为

１．０ ｍｍ， 液 滴 密 度 为 １ ０００ ｋｇ ／ ｍ３， 动 力 粘 度 为

０．００１ ｋｇ ／ （ｍｓ），表面张力系数为 ０．０７２ Ｎ ／ ｍ。 方形

液滴在经历一段时间的震荡后，动能在动力粘性的

作用下耗散到最低，方形液滴最终变为圆形液滴，液
滴表面粒子的曲率也接近理论值 １ ／ Ｒ ＝ １ ７７２．５，如
图 １４ 所示，说明 ＫＧＦ－ＳＰＨ 方法能够准确的模拟方

形液滴的变化。
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图 １３　 溃坝过程
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图 １４　 方形液滴震荡

Ｆｉｇ． １４　 Ｓｑｕａｒｅ ｄｒｏｐｌｅｔ ｏｓｃｉｌｌａｔｉｏｎ

４　 结束语

本文主要研究非连续函数情况下，传统 ＳＰＨ 及

改进的 ＳＰＨ 粒子一致性问题，介绍了比较常见的光

滑核函数。 根据 ＤＳＰＨ、ＦＰＭ、ＫＧＦ－ＳＰＨ 思想，ＦＰＭ
－ＳＰＨ、ＫＧＦ－ＳＰＨ 方法能够有效地逼近常函数和线

性函数，可以精准地恢复粒子的零阶、一阶一致性，
提高近似精度。 根据间断常函数和线性函数的数值

测试，得出以下结论：
（１） 与传统 ＳＰＨ 方法相比，ＦＰＭ－ＳＰＨ 和 ＫＧＦ－

ＳＰＨ 边界粒子和间断点附近粒子能够达到零阶和

一阶一致性，函数梯度与理论值一致；
（２） ＫＧＦ－ＳＰＨ 方法保留了 ＫＧＦ－ＳＰＨ 的优点，

在整个计算过程中，不需要使用核梯度，有效地增加

了核函数的选择范围；
（３） 在边界粒子满足一阶一致性前提下，相较

于 ＤＳＰＨ 方法，ＦＰＭ－ＳＰＨ 和 ＫＧＦ－ＳＰＨ 间断点附近

粒子函数及导数近似值与理论值一致，比 ＤＳＰＨ 有

更高的精度。
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